[bookmark: _GoBack]КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 
Часть 1: линейная алгебра и аналитическая геометрия

Задача №1

Решить систему линейных уравнений:

.

План решения

Решение данной задачи основано на материале лекций 1 и 4.
Применим правило Крамера (см. теорему 4, стр. 18). Сначала составляем главный определитель системы:

.

Вычисляем его, руководствуясь формулой (4) на стр. 4 либо результатом, полученным в примере 2 на той же странице. Числовые параметры а, b и с во всех вариантах подобраны так, что . Поэтому теорема 4 применима. Вычисляем вспомогательные определители исходной системы:



,			,			.
По формулам Крамера получаем решение системы:


.

Проверка полученного решения осуществляется подстановкой вычисленных значений  в каждое из уравнений системы. Запись проверки при оформлении решения задачи №1 обязательна!
	
	


Задача №2




Определить, образуют ли векторы  базис в пространстве . Если они образуют базис, то разложить вектор  по этому базису.
План решения

Решение этой задачи базируется на материале лекции 5. Особое внимание следует обратить на пример 10, стр. 21-22.
По свойствам 5 и 6 систем векторов (стр. 20) данные векторы образуют базис тогда и только тогда, когда определитель, составленный из столбцов координат этих векторов, неравен нулю (см. соотношение (15) на стр. 20). Составляем этот определитель:

.


Числовые параметры а, b и с во всех вариантах подобраны так, что . Поэтому исходные векторы действительно образуют базис в пространстве .


По свойству 6, стр.20, существует единственное представление вектора  в качестве линейной комбинации векторов , то есть

.

Запишем это соотношение в виде системы линейных уравнений для нахождения коэффициентов .

.

Далее решение идет точно так же, как в задаче №1. Главный определитель полученной системы совпадает с . Вычисляем вспомогательные определители:



,			,			.

Наконец, находим коэффициенты разложения: .


Если теперь вычислить линейную комбинацию , то должен получиться вектор . Такая проверка должна обязательно присутствовать в решении!
	
	


Задача №3


В треугольнике ABC, где , найти косинус угла A. Найти также площадь треугольника ABC.

План решения

Для решения этой задачи следует изучить заключительную часть лекции 5, а также лекции 6-9. Особое внимание должно быть обращено на пример 12 (стр. 27-28) и на пример 16 (стр. 35).










Используя материал пункта "Векторы в  и " на стр. 22, вычислим координаты векторов  и . Для этого нужно из координаты конца вектора вычитать координату его начала, то есть . Из формулы (25) на стр. 26 (см. также теорему 7 на той же странице) следует, что для вычисления  нужно знать скалярное произведение векторов  и , а также нормы (длины) этих векторов. Скалярное произведение вычисляем, руководствуясь определением 17, стр. 25: . Нормы векторов подсчитываем по формуле (24): . Теперь по формуле (25) имеем:

.

Площадь  треугольника ABC вычисляется по формуле (см. начало лекции 9, стр. 35, а также теорему 15, стр. 34):

.
Векторное произведение векторов, стоящее под знаком нормы, вычисляем по формуле (34), стр. 32:

.
Заметим, что определитель третьего порядка мы разложили по первой колонне (см. лемму 1 на стр.5 и числовую иллюстрацию после нее). Окончательно получаем:

.
	
	


Задача №4


Найти объем V пирамиды с вершинами .

План решения

Решение данной задачи основывается на лекции 9. Особое внимание следует обратить на пример 17, стр. 37.

Так же, как и в задаче 3, вычисляем векторы: . По формуле (40), стр.36, вычисляем смешанное произведение этих векторов:

.
Применяя теорему 17, стр. 36, а также тот очевидный геометрический факт, что объем пирамиды, натянутой на три вектора, в шесть раз меньше объема параллелепипеда, натянутого на эти же векторы, получаем:

.

В последней формуле знак модуля ставится потому, что число  может оказаться отрицательным, в то время как объем всегда неотрицателен.
	
	


Задача №5





Даны матрицы . Вычислить произведение матриц . Найти обратную матрицу  прямыми вычислениями, а также с использованием формулы .

План решения

Для решения задачи нужен материал лекций 3 и 4. Следует обратить особое внимание на числовую иллюстрацию на стр. 14, а также на примеры 7 (стр. 16) и 8 (стр. 17).

Применяя определения 8 (стр. 13) и 9 (стр. 14), вычислим матрицу :

.



Вычисляем . Числовые параметры a, b и c во всех вариантах подобраны так, что . По теореме 3, стр. 17, обратная матрица  существует и имеет вид:

,


где – транспонированная матрица алгебраических дополнений матрицы C (см. определения 11, стр. 15, и 12, стр. 16). Подсчитаем элементы матрицы :
	

	

	


	

	

	


	

	

	






Теперь остается транспонировать матрицу (см. определение 3, стр. 5, и числовую иллюстрацию после него) и поделить все элементы полученной матрицы  на .












Вычислим теперь матрицу , используя формулу  (см. свойство 4 обратной матрицы на стр. 15). Сначала вычисляем  и . По свойству 9 определителей (см. стр.10) , а так как мы уже получили, что левая часть этого равенства неравна нулю, то  и , то есть обратные матрицы  и  существуют. Эти матрицы вычисляются так же, как мы вычислили матрицу . Посчитав произведение , мы должны получить матрицу . Совпадение этих матриц есть необходимое условие правильности вычислений.
	
	


Задача №6




Пусть заданы две точки:  и . Записать в параметрическом виде уравнения прямой :

1) проходящей через точку A, параллельно вектору ;
2) проходящей через точки A и B.

План решения

Решение задачи базируется на материале лекции 10. Особое внимание следует обратить на числовую иллюстрацию на стр. 39, а также на пример 21, стр. 40.


1) Так как  есть направляющий вектор прямой , то применяя формулу (42), стр. 39, получаем:
	
	

.
	





2) Очевидно, что в данном случае в качестве направляющего вектора можно взять вектор . Опять по формуле (42) получаем:
	
	

.
	



	
	


Задача №7


Даны три точки: . Записать уравнение плоскости :

1) проходящей через точку A перпендикулярно вектору ;
2) проходящей через три точки A, B и C;


3) проходящей через точку B и прямую .

План решения

Перед решением задачи следует тщательно изучить лекцию 10.

1) Имеем: . Применяя формулу (44), стр. 41, получаем:

.




2) Вычислим два вектора:  и . Параметры b и c подобраны так, что во всех вариантах векторы  и  линейно независимы. Поэтому для нахождения уравнения плоскости  можно применить формулу (45), стр.42:

: .
Раскладывая этот определитель по первой колонне, получим уравнение плоскости  в общем виде (см. определение 27 на стр. 43).
При подстановке в полученное уравнение координат точек A, B и C должны получаться верные равенства. Эта проверка должна обязательно присутствовать в решении данной задачи!









3) Перед решением этого пункта полезно усвоить пример 23, стр. 42. Из уравнения прямой  следует, что она проходит через точку  и имеет направляющий вектор . Рассмотрим два вектора:  и . Во всех вариантах параметры a, b и c подобраны так, что векторы  и  линейно независимы. Таким образом, искомая плоскость  проходит через точку B и неколлинеарные векторы  и . Применяя, как и в предыдущем пункте, формулу (45), получаем:

: .
Полученное уравнение, как и в предыдущем пункте, нужно привести к общему виду.
	
	


Задача №8




Найти точку пересечения прямой  и плоскости .

План решения

Перед решением этой задачи следует изучить лекцию 11.





Направляющим вектором прямой  является вектор . В силу теоремы 19, стр.44, вектор  перпендикулярен плоскости . Геометрически ясно (это содержится также в пункте 1) теоремы 20 на стр. 44), что данные прямая и плоскость пересекаются тогда и только тогда, когда , то есть . Во всех вариантах это неравенство выполняется. Решаем систему уравнений:

.
Подставляя три первых уравнения в четвертое, получаем:

.
Подставляя это значение t в первые три уравнения системы, получим координаты точки пересечения.
	
	


Задача №9


Треугольник ABC задан вершинами: . Найти:
1) уравнение стороны AB;
2) уравнение высоты CD данного треугольника;
3) проекцию точки C на сторону AB.

План решения

Для решения этой задачи необходимо хорошо знать материал лекции 12.
1) Для нахождения уравнения прямой AB воспользуемся формулой (50), стр. 48:



.
2) Из уравнения стороны AB находим ее угловой коэффициент (см. формулу (48) на стр. 47):

.
Так как высота CD перпендикулярна AB, то по формуле (52), стр. 49, получаем:

.
Применяя теперь формулу (47), стр. 47, записываем уравнение высоты CD:

CD: .
3) Очевидно, проекцией точки C на прямую AB является точка пересечения прямых AB и CD. Составляем систему уравнений этих прямых:

.
Находим значения x и y. Это и будут координаты проекции точки C на прямую AB.
	
	



ПОЯСНЕНИЕ

Вариант выбирается по двум последним цифрам зачетной книжки. Если последние две цифры образуют число, меньшее пятидесяти, то номер варианта совпадает с этим числом. Например, если последние две цифры – 48, то и вариант – 48.
Если последние две цифры образуют число, большее или равное пятидесяти, то номер варианта равен разности между этим числом и пятьюдесятью. Например, если последние две цифры – 61, то вариант – 11.

Таблица

	№
	a
	b
	c
	
	№
	a
	b
	c

	0
	3
	2
	4
	
	25
	2
	0
	3

	1
	3
	1
	3
	
	26
	2
	1
	4

	2
	3
	0
	4
	
	27
	5
	4
	1

	3
	4
	2
	0
	
	28
	2
	0
	3

	4
	5
	0
	5
	
	29
	1
	4
	1

	5
	3
	1
	4
	
	30
	2
	2
	0

	6
	4
	4
	2
	
	31
	2
	2
	4

	7
	3
	1
	1
	
	32
	0
	5
	0

	8
	1
	4
	4
	
	33
	1
	1
	1

	9
	2
	2
	0
	
	34
	0
	4
	1

	10
	3
	5
	1
	
	35
	2
	1
	5

	11
	2
	2
	4
	
	36
	4
	2
	4

	12
	3
	2
	1
	
	37
	2
	4
	4

	13
	5
	3
	1
	
	38
	3
	3
	4

	14
	1
	1
	4
	
	39
	2
	3
	1

	15
	5
	0
	4
	
	40
	4
	0
	4

	16
	4
	2
	1
	
	41
	1
	2
	1

	17
	1
	2
	4
	
	42
	3
	2
	5

	18
	5
	5
	3
	
	43
	2
	1
	5

	19
	0
	2
	4
	
	44
	3
	3
	1

	20
	1
	3
	1
	
	45
	2
	4
	2

	21
	5
	1
	2
	
	46
	1
	4
	4

	22
	1
	3
	5
	
	47
	2
	2
	2

	23
	5
	1
	4
	
	48
	5
	1
	5

	24
	1
	5
	2
	
	49
	3
	1
	2







Часть 2: теория пределов и дифференциальное исчисление

Задача №1

Вычислить производные следующих функций:

1) ;

2) ;

3) ;

4) ;

5) ;

6) ;

7) ;

8) ;

9) ;

10) .

Решение

Для решения этих примеров необходимо выучить наизусть правила дифференцирования, таблицу производных, а также нужно хорошо разбираться в порядке следования операций в математическом выражении. Все это подробно изложено в лекции 1. Там же даются решения примеров, сходных с предложенными выше.

1) ;

2) .

3) .

4) 

.

5) 

.

6) 

.

7) .

8) 



.

9) 

.


10) 




.
	
	


Задача №2

Используя эквивалентности и правило Лопиталя, вычислить следующие пределы:

1) ;

2) ;

3) ;

4) ;


5) .
Решение

Перед решением этих примеров следует изучить лекции 4 и 5.







1) По теореме 6, стр. 18, при  многочлен эквивалентен своему одночлену с наивысшей степенью. Так как во всех вариантах  и , то  и
. По теореме 7, стр. 18, числитель и знаменатель можно заменить на эквивалентные им функции. Имеем:

.






2) Из цепочки эквивалентностей (8), стр.17, следует, что при , а значит  (это легко вытекает из определения 11, стр.17). Из той же цепочки эквивалентностей получаем, что . Заменяя числитель и знаменатель эквивалентными им функциями, получаем:

.
Отметим, что проведенные рассуждения были возможны, так как во всех вариантах параметры a, b и c отличны от нуля.








3) Решение этого примера совершенно аналогично решению примера 13, стр. 20. Имеем: при  , . Поэтому

.
4) Для решения этого примера (который совершенно аналогичен примеру 14, стр. 21) следует применить правило Лопиталя (см. теорему 9 на стр. 20-21). Имеем:

.

5) Перед решением этого примера следует просмотреть пример 19 на стр. 22. Обозначим  и прологарифмируем данное равенство. Получаем:



.
Применяя еще пять раз правило Лопиталя, и в результате получим:

.
Перейдем теперь от логарифма к самой функции:

.
Заметим, что вместо пятикратного применения правила Лопиталя можно было применить эквивалентность (именно так сделано в примере 19).
	
	


Задача №3


Провести полное исследование функции  и построить ее график.

Решение

Решение этой задачи базируется на материале лекций 8-10.
1. Область определения данной функции определяется условием:

.

Итак, (y) = .
2. Произведем исследование функции на экстремумы и интервалы монотонности. Вычисляем производную:







.
Приравнивая производную к нулю, получаем уравнение:

.

Находим корни этого уравнения:  (критические точки).
Строим таблицу, как это сделано в примерах 21-25 на стр. 32-34.

	x
	

	

	

	

	c
	

	

	c+3
	


	

	+
	0
	–
	–
	0
	–
	–
	0
	+

	y
	

	

	

	

	b
	

	

	

	


	
	
	max


	
	
	нет
ext
	
	
	

min
	







3. Найдем асимптоты графика исследуемой функции. Так как наша функция является рациональной дробью, то по теореме 21, стр. 36, она имеет вертикальные асимптоты в корнях знаменателя, которые не являются корнями числителя. Параметры a, b и c во всех вариантах подобраны так, что числа  и  не являются корнями числителя. Поэтому прямые  и  являются вертикальными асимптотами графика исследуемой функции.
Из теоремы 21 следует, что у рациональной дроби левосторонние и правосторонние наклонные асимптоты совпадают (если они вообще есть). Вычисляем:

;



.

Таким образом,  – наклонная асимптота.
4. Проведем исследование на выпуклость. Найдем вторую производную заданной функции:








.

Приравнивая вторую производную к нулю, находим единственную точку, подозрительную на перегиб: . Составляем таблицу для второй производной, как это сделано в примерах 32-34 на стр. 41-42:

	x
	

	

	c
	

	


	

	–
	+
	0
	–
	+

	y
	

	

	b
	

	


	
	
	
	перегиб
	
	



5. Построим теперь график функции. Его надо строить поэтапно, как это делалось в примерах из лекций 8-10. Приблизительно вид графика будет такой:


(при выполнении работы на график нужно нанести все критические точки и точки перегиба, а также построить асимптоты).



Задача №4



Найти частные производные  функции :



Решение

Для решения этой задачи нужно изучить лекцию 11.
1)


2)




3)








.
4)




	
	


Задача №5



Вычислить в точке градиент и производную по направлению :



Решение

Перед решением этой задачи рекомендуется изучить лекцию 11 и, в особенности, пример 39 на стр. 46.

1) .



Таким образом, . Далее, пронормировав вектор  получаем единичный вектор . Применяя формулу (37) на стр. 46, будем иметь:

.
2)




Таким образом, . Так как , то

.
	
	



ПОЯСНЕНИЕ

Вариант выбирается по двум последним цифрам зачетной книжки. Если последние две цифры образуют число, меньшее пятидесяти, то номер варианта совпадает с этим числом. Например, если последние две цифры – 48, то и вариант – 48.
Если последние две цифры образуют число, большее или равное пятидесяти, то номер варианта равен разности между этим числом и пятьюдесятью. Например, если последние две цифры – 61, то вариант – 11.

Таблица

	№
	a
	b
	c
	
	№
	a
	b
	c

	0
	3
	2
	4
	
	25
	2
	1
	3

	1
	3
	1
	3
	
	26
	2
	1
	4

	2
	3
	1
	4
	
	27
	5
	4
	1

	3
	4
	2
	1
	
	28
	2
	2
	3

	4
	5
	1
	5
	
	29
	1
	4
	1

	5
	3
	1
	4
	
	30
	2
	2
	2

	6
	4
	4
	2
	
	31
	2
	2
	4

	7
	2
	1
	1
	
	32
	1
	5
	1

	8
	1
	4
	4
	
	33
	4
	1
	1

	9
	2
	2
	1
	
	34
	2
	4
	1

	10
	3
	5
	1
	
	35
	2
	5
	5

	11
	2
	2
	4
	
	36
	4
	2
	4

	12
	3
	2
	1
	
	37
	2
	4
	4

	13
	5
	3
	1
	
	38
	3
	3
	4

	14
	1
	1
	4
	
	39
	2
	3
	1

	15
	5
	1
	4
	
	40
	4
	1
	4

	16
	4
	2
	1
	
	41
	1
	2
	1

	17
	1
	2
	4
	
	42
	3
	2
	5

	18
	5
	5
	3
	
	43
	2
	1
	5

	19
	2
	2
	4
	
	44
	3
	3
	1

	20
	1
	3
	1
	
	45
	2
	4
	2

	21
	5
	1
	2
	
	46
	1
	4
	4

	22
	1
	3
	5
	
	47
	2
	2
	2

	23
	5
	1
	4
	
	48
	5
	1
	5

	24
	1
	5
	2
	
	49
	3
	1
	2









Часть 3: неопределенные и определенные интегралы

Задача №1

Вычислить неопределённый интеграл, применяя свойство линейности и таблицу интегралов:

.

Решение

Разделим каждое слагаемое числителя на знаменатель и, применив свойство линейности (2), разобьём интеграл на сумму интегралов, которые вычисляются с помощью формул 1 и 2 таблицы интегралов (см. лекцию 1):


=



(обоснование применения формулы 1 таблицы интегралов состоит в том, что во всех вариантах ).
	
	



Задача №2

Вычислить неопределённые интегралы, применяя метод подстановки:

	
1. 
	
2. 
	
3. 




Решение

Для вычисления этих интегралов воспользуемся формулой замены переменной (3) и таблицей интегралов.


1. =
	
	



2. .
	
	




3. =


	
	



Задача №3

Вычислить неопределённый интеграл, содержащий квадратный трёхчлен в знаменателе:

	
1. 
	
2. 



Решение

Для вычисления интегралов такого типа рекомендуется выделить полный квадрат в трёхчлене, стоящем в знаменателе, после чего произвести замену, выбрав в качестве новой переменной выражение, стоящее в квадрате.
1. Выделим полный квадрат в знаменателе:

.
Заменим знаменатель подынтегральной функции на полученное выражение, проведём замену переменной и воспользуемся свойством линейности (2):


I==


==.
Вычислим каждый из полученных интегралов отдельно. В первом интеграле проведём замену переменной:


.

Второй интеграл является табличным (нужно применить формулу (9), так как во всех вариантах ):

.
Вернувшись к переменной x, получим:

I=.
	
	


2. Выделим полный квадрат в подкоренном выражении знаменателя:

.
Подставим выделенный полный квадрат в исходный интеграл и проведём замену переменной:

I=

.
Вычислим каждый из полученных интегралов отдельно. В первом интеграле заменим подкоренное выражение новой переменной:


.
Второй интеграл найдём по таблице (формула 11):

.
Подставив полученные выражения в исходный интеграл и вернувшись к старой переменной, имеем:

I=.
	
	



Задача №4

Вычислить неопределённый интеграл методом интегрирования по частям:

	
1. 
	
2. 
	
3. 



Решение

Для вычисления этих интегралов воспользуемся формулой интегрирования по частям (5).


1. =


	
	




2. I===

=.
Вычислим последний интеграл отдельно. Подынтегральная функция является неправильной рациональной дробью. Воспользуемся леммой 2 и представим её в виде суммы многочлена и правильной дроби делением "уголком" числителя на знаменатель (как это сделано в лекции 3, 
пример 19):



                         




Таким образом . Поэтому:


Подставим полученное выражение в исходный интеграл:

.
	
	



3. 


	
	



Задача №5

Вычислить неопределённый интеграл от правильной рациональной дроби:

	
1. 
	
2. 



Решение

Так как знаменатели подынтегральных дробей разложены на множители в соответствии с теоремой 7, воспользуемся тождеством (9), согласно которому дробь такого вида можно разложить на простые дроби.

1. Так как во всех вариантах , то 

.
Слева и справа в данной цепочке тождеств стоят дроби с одинаковыми знаменателями, из чего следует тождественное равенство их числителей:

,


откуда, последовательно подставляя в это тождество  и , имеем:




.
Подставим найденные коэффициенты в разложение дроби на простые. Вычислим исходный интеграл, применяя свойство линейности (2) и формулу (4):


	
	



2. Так как во всех вариантах , то




.
Приравниваем числители левой и правой дробей, а затем раскрываем скобки и приводим подобные:

.
Многочлены тождественно равны, если равны коэффициенты при одинаковых степенях х. Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях х многочленов слева и справа, получим систему уравнений относительно неизвестных коэффициентов А, В и С:


 
Выразим из первого уравнения системы В через А, а из второго – С через А и В. Подставим полученные выражения в третье уравнение системы, из которого найдём А:








Вернёмся к исходному интегралу, преобразуя подынтегральную функцию в сумму простых дробей, используя свойство линейности (2) и применяя формулу (4) для вычисления интегралов от простых дробей:



где  – произвольная постоянная. Необходимо заменить А, В и С их числовыми значениями и получить окончательный результат.
	
	


Задача №6

Вычислить неопределённый интеграл от тригонометрических функций:

	
1. 
	
2. 



Решение

Для вычисления интегралов такого типа применим методику пункта 3 раздела "Техника замены переменной в неопределённом интеграле". В первом примере необходимо понизить степень синуса, а во втором – произвести замену переменной.



1. =

=
	
	




2. ==

=
	
	



Задача №7

Вычислить определённые интегралы:

	
1. 
	
2. 

	
3. 
	
4. 



Решение

Определённые интегралы вычисляются по формуле Ньютона-Лейбница (22). В первых двух примерах применяется формула замены переменной в определённом интеграле (23), а в третьем и четвёртом – формула интегрирования по частям (24).


1. =

=.
	
	




2. =


	
	




3. =



.
	
	





4. I==

.

Преобразуем дробь: .

Подставив полученное выражение в интеграл, вычислим его, применяя свойство линейности (2). Таким образом исходный интеграл равен:

I=
	
	




Пояснение

Номер варианта совпадает с последней цифрой зачётной книжки. Данные параметров содержатся в следующей таблице:

Таблица данных для вариантов

	№ варианта
	а11
	а12
	а13
	а21
	а22
	а23
	а31
	а32
	а33
	в1
	в2
	в3
	m
	n
	K

	1
	1
	-2
	3
	-4
	5
	-6
	7
	-8
	9
	5
	3
	7
	1
	3
	4

	2
	2
	10
	-9
	8
	-7
	6
	11
	-12
	13
	8
	9
	4
	1
	4
	5

	3
	3
	4
	5
	-6
	7
	-8
	9
	-10
	6
	4
	-1
	2
	2
	6
	7

	4
	2
	2
	10
	8
	-6
	-3
	1
	5
	-7
	9
	2
	4
	2
	4
	5

	5
	5
	1
	3
	4
	-2
	6
	8
	-7
	9
	2
	4
	3
	3
	5
	6

	6
	6
	5
	-3
	-7
	3
	4
	-2
	2
	3
	1
	5
	6
	3
	6
	7

	7
	7
	3
	-4
	5
	8
	-9
	10
	6
	4
	3
	1
	-8
	3
	7
	8

	8
	8
	-6
	4
	3
	4
	1
	-4
	3
	-5
	6
	7
	-1
	4
	6
	7

	9
	9
	7
	8
	1
	-1
	2
	3
	-4
	2
	2
	8
	5
	2
	5
	6

	0
	10
	8
	7
	2
	9
	-5
	6
	1
	-1
	7
	2
	9
	3
	6
	7










Часть 4: криволинейные и кратные интегралы 

Задача № 1

Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох плоской фигуры, ограниченной кривыми:



Решение

1. Построим чертеж:






Итак, нужно найти объем V тела, полученного вращением фигуры OAB вокруг оси Ох. Очевидно, , где  – объем, полученный вращением вокруг Ох треугольника OАa, а  – объем, полученный вращением вокруг Ох криволинейной трапеции aAB. Применяя формулу (28) и учитывая, что уравнение прямой OA имеем вид , получаем:

.



Так как уравнение кривой AB имеет вид , то, положив в этом уравнении , получаем, что абсцисса точки B равна . Поэтому:


Чтобы найти абсциссу a точки пересечения A, решим систему уравнений:







Так как , то  Подставив это значение a в  и , получаем окончательный результат , который можно дать в приближенном виде.										 
2. Построим чертеж:





Итак, нужно найти объем V тела, полученного вращением фигуры OBAC вокруг оси Ох. Очевидно, , где  – объем, полученный вращением вокруг Ох криволинейной трапеции OBАa, а  – объем, полученный вращением вокруг Ох криволинейной трапеции OCAa. Применяя формулу (28), получаем:


Чтобы найти абсциссу a точки пересечения A, решим систему уравнений:

.





Так как , то . Подставив это значение a в  и , получаем окончательный результат , который можно дать в приближенном виде.
	
	



Задача № 2

Вычислить повторные интегралы:
	
	

;.



Решение

1. Сначала вычисляем внутренний интеграл по переменной y (считая x постоянной), а затем вычисляем внешний интеграл по переменной x:





.
	
	


2. Сначала вычисляем внутренний интеграл по переменной x (считая y постоянной), а затем вычисляем внешний интеграл по переменной y:





	
	



Задача № 3

Вычислить двойной интеграл по области D, ограниченной линиями:

	
	






Решение

1. Сделаем чертеж:


Применяя формулу (46) перехода от двойного интеграла к повторному, получаем:




	
	



2 . Сделаем чертеж:




Найдем точки входа и выхода области D, то есть точки пересечения параболы  и прямой . Для этого решим систему:


(здесь было учтено, что во всех вариантах ).
Опять применяя формулу (46), имеем:










	
	



Задача № 4

С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры D, ограниченной кривыми:

	
	






Решение

1. Сделаем чертеж:


По свойству нормировки для двойного интеграла имеем:

.
Теперь, применяя формулу (46), переходим от двойного интеграла к повторному:


=

=


Число b есть абсцисса точки пересечения прямых  и . Поэтому:



Подставляя это значение b в полученное выражение для , получаем окончательный результат.
	
	


2.  
Ввиду того, что во всех вариантах , приблизительный вид данной фигуры D таков:


Действуя так же, как и при решении пункта 1, получаем:




.
Числа a и b находим, решая систему уравнений:


Следовательно, .
	
	



Задача № 5

1.  



Вычислить криволинейный интеграл 1-го рода , где L – отрезок прямой  от точки  до точки .
2.  


Найти центр тяжести дуги цепной линии   где , если ее линейная плотность равна 1.

Решение

1. Сделаем чертеж:



Запишем уравнение отрезка AB в векторном виде:



(в качестве параметра t мы просто взяли переменную x). Вычислим производную вектор-функции :

.
Применяя формулу (38) для вычисления криволинейных интегралов 1-го рода, получаем:



.
	
	


2. График цепной линии очень похож на параболу и приблизительно имеет следующий вид:


Мы будем руководствоваться формулами (42) и (43).
Сначала вычислим массу m дуги L. Так как

,
то

,


=



.

Теперь вычислим интегралы, входящие в формулу (43) вычисления координат центра тяжести (так как наша кривая – плоская, то в этих формулах следует считать ). Имеем:



.
Сделаем замену переменных в первом из полученных интегралов:






( в предпоследнем равенстве мы использовали формулу (11), а потом мы просто заменили букву z на букву t, что возможно в силу рассуждений, проведенных в начале раздела “Вычисление определенных интегралов”). Таким образом, мы видим, что , и, следовательно, . Этот факт физически совершенно ясен в силу симметрии данной дуги относительно оси 0y.
Далее, совершая такие же преобразования, которые делались при нахождении массы дуги, получаем:






.
Наконец,

.


Подставляя , нужно вычислить приближенное значение координаты  и нанести точку C  в одной системе координат с графиком функции (как это схематически показано на рисунке).
	
	



Задача №6

1.  Вычислить криволинейный интеграл 2-го рода

,



где L – дуга параболы , пробегаемая от точки  до точки .
2.  


С помощью формулы Грина вычислить криволинейный интеграл , где  – положительно ориентированный замкнутый контур, составленный из линий .

Решение

1. Построим чертеж:





Ясно, что параметрические уравнения , , дают ориентацию, указанную на рисунке. Таким образом,

,
и, применяя формулу (41), получаем:







.
	
	


2. Сделаем чертеж:



Положительная ориентация обозначена на рисунке в соответствии с тем, как это дано в разделе “Формула Грина для простых компактов”. Ясно, что область D – простой компакт, поэтому формула Грина (48) применима. Согласно этой формуле,





.
Вычислим последний интеграл. Имеем:



.
Итак,

.
	
	




Пояснение

Номер варианта в контрольной работе № 4 совпадает с последней цифрой номера зачетной книжки. Данные параметров содержатся в следующей таблице:

Таблица данных для вариантов
	№ варианта
	а11
	а12
	а13
	а21
	а22
	а23
	а31
	а32
	а33
	в1
	в2
	в3

	1
	1
	2
	3
	-4
	3
	-6
	7
	8
	9
	5
	6
	7

	2
	2
	8
	10
	8
	9
	6
	11
	12
	13
	8
	9
	4

	3
	3
	4
	5
	-6
	7
	-8
	9
	10
	12
	4
	3
	2

	4
	2
	3
	10
	8
	5
	-3
	1
	5
	7
	9
	2
	4

	5
	5
	6
	7
	4
	6
	6
	8
	7
	9
	2
	4
	3

	6
	4
	5
	8
	-7
	3
	4
	-2
	2
	3
	1
	5
	6

	7
	7
	9
	11
	5
	8
	-9
	10
	6
	10
	3
	1
	-8

	8
	3
	6
	9
	3
	4
	1
	-4
	3
	5
	-6
	7
	-1

	9
	9
	10
	11
	3
	2
	2
	3
	4
	11
	-2
	8
	5

	0
	5
	8
	10
	2
	3
	-5
	6
	1
	3
	7
	2
	9
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